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■♥ ❛♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ▼❡t❡r✐♥❣ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ s♠❛rt ♠❡t❡rs ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r q✉❛❧✐t② ❛♥❞ s❡♥❞ t❤❡s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t♦ ❛ ▼❡t❡r✐♥❣ ❉❛t❛ ▼❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭▼❉▼❙✮✳ ❲❤❡♥ ❛rr✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ▼❉▼❙✱ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✱ ♣r♦❝❡ss❡❞✱
❡st✐♠❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠ s✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❛ ❈♦♥s✉♠❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠
✭❈■❙✮✱ ❛♥ ❖✉t❛❣❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭❖▼❙✮✱ ♦r ❛♥ ❊♥t❡r♣r✐s❡ ❘❡s♦✉r❝❡ P❧❛♥♥✐♥❣ ✭❊❘P✮ t♦
❤❡❧♣ ♦♣t✐♠✐③❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡r s❡r✈✐❝❡✳ ❇② ❝✉rr❡♥t st❛♥❞❛r❞s✱ ❛ ❢❡✇ ❦✐❧♦❜②t❡s
♦❢ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s♠❛rt ♠❡t❡r ❡✈❡r② ✶✺ ♠✐♥✉t❡s ❬✸✱ ✹❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛
❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣✉r♣♦s❡ s✉❝❤ ❛s ❜✐❧❧✐♥❣ ✐♥q✉✐r✐❡s✱ ♦✉t❛❣❡ ❡①t❡♥t ✈❡r✐✜❝❛✲
t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❬✺❪✳ ■♥ ❛ r❡❛❧✱ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡t❡r✐♥❣
❞❛t❛ ❜❡❝♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡s ♦❢ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ✐♥ ❞❛t❛
st♦r❛❣❡✳
■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❤②❜r✐❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ♠❡r❣✐♥❣
P✷P ❛♥❞ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s♦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ s❝❛❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝♦♠♣r✐s❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞❛t❛ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱
✐✳❡✳ ▼❉▼❙s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❡r✐♥❣
❞❛t❛ ❛r❡ ✜rst ❝♦❧❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ▼❉▼❙s ✐♥
❛ tr❡❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❞❛t❛ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✳ ❲❤✐❧❡ ▼❉▼❙s ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞
✐♥ ❛ P✷P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ t♦ ❢❡❛t✉r❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✱ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ r❡s✐❧✐❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠
▼❉▼❙s t♦ s♠❛rt ♠❡t❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦❧❧❡❝t♦rs ❛♥❞ s♠❛rt ♠❡t❡rs✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡♣♦rt ✐s t❤❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❤②❜r✐❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❆▼■ ❢❡❛t✉r✐♥❣ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✱ r❡s✐❧✐❡♥❝❡
❛♥❞ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❉▼❙ ✉♥✐ts✳
❖✉r r❡♣♦rt ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆▼■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹
❛♥❞ ✐t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ●r✐❞✺✵✵✵ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❄❄✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞r❛✇s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
✷ ❘❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦
❙❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢♦r ❆▼■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳
❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❬✶❪ ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ❝❡♥tr❛❧ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ❈❡♥t❡r ✭❖❈✮ r❡✲
❝❡✐✈✐♥❣ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛❧❧ ❝✉st♦♠❡rs t❤r♦✉❣❤ ❧♦❝❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛❧❧ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ▼❉▼❙s ❛t ♦♥❡ ❖❈ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❢❡❡❞s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❞❛t❛ ✐♥t♦ s②st❡♠ s✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❛s② t♦ ♠❛♥✲
❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s②st❡♠ ✉♣s t♦ ❧❛r❣❡✱ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t s❝❛❧❡✲✉♣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❤✐❣❤ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ✐♥ t❤❡ ③♦♥❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❖❈✱
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✻❪✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉♥❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ❧♦❛❞✱
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❬✼❪✳
■♥ ❬✻❪✱ ❆✉t❤♦rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ s♦♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤ ❈♦♥t❡♥t ❉❡❧✐✈❡r② ◆❡t✇♦r❦
✭❈❉◆✮ ❬✽❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ▼❉▼❙ ❝♦♥♥❡❝ts t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ▼❉▼❙s❀ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ▼❉▼❙s ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ ✇❛s s❤♦✇❡❞✳ ❚❤❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ t❤✉s s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦♥ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②
✐♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳
■♥r✐❛
❆ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❆▼■ ✐♥ ❙♠❛rt●r✐❞ ✺
■♥ ❬✾❪✱ ❆✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ●r♦✉♣ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❤②❜r✐❞
❛❞❛♣t✐✈❡ ♠✉❧t✐❝❛st ♦✈❡r ♣✉❜❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❣r♦✉♣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♣✉❜❧✐❝ ♥❡t✲
✇♦r❦s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❜✉t t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ❧❛t❡♥❝② ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳
■♥ ❬✶✵❪✱ ❆✉t❤♦rs ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ♠♦♥t❤❧② ❜✐❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡②
❝♦♠♣❛r❡❞ st♦r❛❣❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❡❧❛✲
t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❦❡②✲✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞❛t❛❜❛s❡ st♦r❛❣❡✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣
t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛✳
■♥ ❬✶✶❪✱ ❆✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢♦r s♠❛rt ❣r✐❞ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇❛s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✉❣❡ st♦r❛❣❡✱ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r s♠❛rt ❣r✐❞ ❞❛t❛ ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② r❡s♦✉r❝❡s✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✻❪ s❤❛r❡ s♦♠❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② ✐t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ❢♦r s❝❛❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❈❉◆ ❧✐❦❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ▼❉▼❙s ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✇✳r✳t✳ ♦✉r ✇♦r❦ ✐s t❤❛t i) ✇❡ ❝♦♥♥❡❝t ▼❉▼❙s ✈✐❛ ❛ P✷P ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♠♦r❡ r❡s✐❧✐❡♥❝② ❛♥❞
❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥❝❡ ❛♥❞ ii) ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
✸ ❆▼■ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✸✳✶ ❙❝❛❧❛❜❧❡ P✷P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
❆♠♦♥❣ P✷P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✱ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❍❛s❤ ❚❛❜❧❡ ✭❉❍❚✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♠♦st s❝❛❧❛❜❧❡ ♦♥❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✢❛t str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❉❍❚ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ s✐♥❝❡
t❤❡② ♥❛t✉r❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❢❛s❤✐♦♥✳ ▼❛♥② tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♦✈❡r❧❛②s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✉❝❤ ❛s ❬✶✷✱ ✶✹✱ ✶✸❪✳ ❚❤❡s❡ ♦✈❡r❧❛②s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤
❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❡rs ✇❤♦s❡ r♦❧❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣❡❡r ❝❛♥ st❛② ❛t ❛♥② ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❡❡✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❡❡rs✱ ♦t❤❡r ♣❡❡rs ❛r❡ r❡♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ st❛② ❛t ❛♥② ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡
tr❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛♥ ❆▼■✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ▼❉▼❙s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧✳ ❚❤❡ ▼❉▼❙s
❛t ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ ❝❧♦s❡st t♦ s♠❛rt ♠❡t❡rs✱ ♣r♦❝❡ss r❛✇ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❡♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❞❛t❛
t♦ ▼❉▼❙s ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❉❍❚ ✭❍❉❍❚✮ ✐s ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ P✷P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣❡❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❡❡rs ✐♥ ❍❉❍❚ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ r♦❧❡s✱ ❥✉st ❧✐❦❡ t❤❡
tr❡❡✲❜❛s❡❞ ♦✈❡r❧❛②s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❆▼■ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ▼❉▼❙s ❦❡❡♣s r❡♠❛✐♥ ❛❢t❡r r❡♦r❣❛♥✐③✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛ ❉❍❚ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝♦♥♥❡❝t ❣r♦✉♣s ♦❢ ▼❉▼❙s ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤❡✐r s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ r♦✉t✐♥❣✳
✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆▼■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❆▼■ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡
❖❈s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞✳ ❊❛❝❤ ❖❈ ❝♦♥t❛✐♥s ❛
▼❉▼❙ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③✐♥❣ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❝✉st♦♠❡rs ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ t❤❛t t❤❡
❖❈ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r✳ ❚❤❡ ▼❉▼❙s ❛r❡ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧s t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ s②st❡♠✲
s✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧♦❝❛t❡ ✐♥ t❤❛t ❖❈✳ ❆s ❡❛❝❤ ❖❈ ❤❛s ♦♥❡ ▼❉▼❙✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ✏❜♦①✑ t♦ ♣r❡s❡♥t
❜♦t❤ ❛♥ ❖❈ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ▼❉▼❙✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❖❈ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ✏❝❛♥✑✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧✲1 ▼❉▼❙ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ✇❤♦❧❡ ❛r❡❛ ✇❤❡r❡ ❆▼■ ❝♦✈❡rs✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛r❡❛ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜✲❛r❡❛s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙✳ ❆♥ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛
❘❘ ♥➦ ✽✹✶✵












❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❆▼■ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜✲❛r❡❛s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛
❧❡✈❡❧✲3 ▼❉▼❙ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧✲n ▼❉▼❙ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❛r❡❛ Sn ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲(n+1) ▼❉▼❙ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❛r❡❛ Sn+1 s✉❝❤
t❤❛t Sn+1 ⊂ Sn ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❝❤✐❧❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆❧❧ ▼❉▼❙s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ P✷P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❼ ❆❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❛ ❧❡✈❡❧✲n ▼❉▼❙ ✇✐t❤ n ≥ 1 ❛r❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ ❉❍❚ ♦✈❡r❧❛② ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡
▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲♥ ❦❡❡♣s ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ▼❉▼❙s ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛t ❧❡✈❡❧✲(n+1) ✇❤✐❧❡ ❛ ▼❉▼❙
❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1) ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ ✐ts ♣❛r❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥t❛❝ts ♦❢ ♣❛r❡♥t✬s ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥
t❤❡ ♣❛r❡♥t✬s ♦✈❡r❧❛②✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙ ✐s ❛t ❧❡✈❡❧✲1✱ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ♦❢ ♣❛r❡♥t ♦♥❧②✳
❼ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦❢ ❛ ▼❉▼❙ ❢❛✐❧s✱ t❤❡ ▼❉▼❙ r❡♣❧❛❝❡s ✐ts ♣❛r❡♥t ❜② t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r
♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ♦❧❞ ♣❛r❡♥t r❡❝♦✈❡rs ❢r♦♠ ❢❛✐❧✉r❡✱ t❤❡ ▼❉▼❙ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡
♣❛r❡♥t ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡✳ ❆ ▼❉▼❙ ❛❧s♦ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❧✐✈❡♥❡ss ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥
❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❢❛✐❧❡❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❢r♦♠ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❧✐st✳
❊❛❝❤ ▼❉▼❙ ❛t ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♠❛♥❛❣❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❧✐❡♥t✲
s❡r✈❡r ♠♦❞❡❧✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ❝♦❧❧❡❝ts ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛rt
♠❡t❡rs✳
✸✳✸ ❉❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥
tr❛✈❡❧ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✉♣✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲♦✈❡r❧❛②✳
■♥r✐❛













❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❆▼■
❼ ❯♣✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② s♦❧✐❞ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡
✷✳ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝✉st♦♠❡rs ♦♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦r ♦♥✲❞❡♠❛♥❞ s❡♥❞ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ ❧♦❝❛❧
❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ s❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ▼❉▼❙s ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡♠✳ ❆t ❡❛❝❤ ▼❉▼❙✱
t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❛t❛ ✐s ❢❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ s②st❡♠✲s✐❞❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② t❤❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❞❛t❛ ✐s s❡♥t t♦ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳
❼ ❉♦✇♥✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❞❛s❤❡❞ ❛rr♦✇s ✐♥ t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲n ❝❛♥ s❡♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦r ❞❛t❛ t♦
▼❉▼❙s ❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1)✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s s✉❝❤ ❛s ♥❡✇ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡✱ r❡q✉❡st ❢♦r
r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡♥❞ t♦ ❝✉st♦♠❡rs t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ♠✉❧t✐❝❛st ♦r
✉♥✐❝❛st✳ ❆ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲n ❝❛♥ s❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙s
♦r t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙s ♦r t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙s ❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1)✳ ❆
▼❉▼❙ ❛t ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ❝❛♥ s❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♦r ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ✉s❡rs ♦r t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢
✐ts ✉s❡rs ♦r ❡✈❡♥ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✉s❡r✳
❼ ■♥tr❛✲♦✈❡r❧❛②✿ ■♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ♦r ♦t❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❉▼❙s ✐♥ ♦♥❡ ♦✈❡r❧❛②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ♦❢ t❤❛t
♦✈❡r❧❛②✳
❙②st❡♠✲s✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❖❈s ❛t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ❧❛t❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❧❛t❡♥❝② s✉❝❤
❛s ❖▼❙✱ ❉❡♠❛♥❞ ❘❡s♣♦♥s❡ ✭❉❘✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❖❈ ❛t ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
s♠❛rt ♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❧❛t❡♥❝② s✉❝❤ ❛s ❇✐❧❧✐♥❣ s②st❡♠
❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❖❈ ❛t ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳
❘❘ ♥➦ ✽✹✶✵
✽ ●✐❛♥❣ ◆❣♦ ❍♦❛♥❣ ✫ ♦t❤❡rs
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❖❈s ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢
❞❛t❛ ✢♦✇✐♥❣ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❖❈s t❤✉s ♠❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦r❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❞❛t❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ▼❉▼❙ ❛♥❞ s②st❡♠✲s✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❖❈ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ▼❉▼❙ ❝❛♥ ♦♥✲❞❡♠❛♥❞ ♦r ♦♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢❡❡❞s ❞❛t❛ t♦ s②st❡♠✲s✐❞❡ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❖t❤❡r ✇❛② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ P✉❜❧✐s❤✲❙✉❜s❝r✐❜❡ ♠♦❞❡❧ ❬✶✺❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❜s❝r✐❜❡ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡✈❡♥t s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦✉t❛❣❡ ✢❛❣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❆▼■ s②st❡♠
s♦ t❤❛t t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥ts ❤❛♣♣❡♥✳ ❚♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡
✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ❞❡♣❧♦②❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ t♦♦❧s ♦r ♣✉❜❧✐s❤✲s✉❜s❝r✐❜❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛ ❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❉▼❙
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s②st❡♠✲s✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t t♦ ❝✉st♦♠❡rs ✈✐❛ ♦t❤❡r
♣❛t❤s s✉❝❤ ❛s ■♥t❡r♥❡t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❆▼■ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛t❤s ❛r❡
♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
✸✳✹ ❙②st❡♠ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❲❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢
s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt✳ ❚❤❡
∆
= ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s ✏❡q✉❛❧✑ ✇❤✐❧❡ t❤❡ << ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s
✏♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥✑✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❼ M ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛rt ♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ s②st❡♠❀
❼ L✿ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❖❈s❀
❼ λi✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s♠❛rt ♠❡t❡r ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡❀
❼ αn✿ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦✈❡r ❛ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧ n✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❣♦ t♦ t❤✐s
▼❉▼❙✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ♦✈❡r ❛ ▼❉▼❙ s❤♦✇s t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ t❤❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ♦❢ ❞❛t❛ ✢♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡
❖❈ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡s❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
❼ βn✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ❛ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧ n+ 1 s❡♥t t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧






✇✐t❤ 1 ≤ n ≤ L− 1✳
■♥ ❝❛s❡ n=L✱ ✇❡ ❧❡t zL ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❛ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r s❡♥t t♦ ▼❉▼❙
♠❛♥❛❣✐♥❣ ✐t ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s t❤❛t ✐t r❡❝❡✐✈❡s ❢r♦♠ s♠❛rt ♠❡t❡rs✳
❼ Kn✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉▼❙s ✐♥ ❛❧❧ ❖❈s ❛t ❧❡✈❡❧ n❀
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t zn << 1 ❜❡❝❛✉s❡ ▼❉▼❙ ♦♥❧② s❡♥t s✉♠♠❛r② ❞❛t❛ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥
Kn << Kn−1✳
▲♦❛❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✻❪✱ ❧♦❛❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠ t♦
❡❛s✐❧② ❡①♣❛♥❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛❝t ✐ts r❡s♦✉r❝❡ ♣♦♦❧ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❤❡❛✈✐❡r ♦r ❧✐❣❤t❡r ❧♦❛❞s ♦r ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✐♥♣✉ts✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦♥ ❆▼■ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡ss❛❣❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛❧❧ s♠❛rt ♠❡t❡rs





= M · λ
■♥r✐❛
❆ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❆▼■ ✐♥ ❙♠❛rt●r✐❞ ✾
✇✐t❤ λ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ s♠❛rt ♠❡t❡r ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡ss❛❣❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs ❛t ❧❡✈❡❧✲n ✐s✿














✇✐t❤ n = 1, L✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ▼❉▼❙✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② α ✐s✿
α
∆
= M · λ ✭✷✮
❋r♦♠ ❋♦r♠✉❧❛ ✶ ❛♥❞ ❋♦r♠✉❧❛ ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✿
❼ ❇② ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ▼❉▼❙s ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝❡s t❤❡
❧♦❛❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❖❈ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧✳
❼ ❇② t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❖❈s ❛t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ ✐✳❡✳ t✉r♥✲
✐♥❣ L ❛♥❞ Kn✱ ✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ❖❈✱ ✐✳❡✳ ❝♦♥tr♦❧ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞ ♣♦✇❡r
♣r♦❝❡ss✐♥❣ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ❖❈✱ t❤✉s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ ✐♥ ♣♦✇❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
❚❤❡ ❛❞❞✐♥❣ ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ▼❉▼❙s t♦ ♦r ❢r♦♠ ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❡❛s✐❧② t❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ P✷P✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❧♦❛❞ ❤❛♣♣❡♥s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛✱
✉t✐❧✐t② ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉▼❙s ✐♥ t❤❡ ❖❈s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❛t
❛r❡❛✳
❚❤❡ ❡❛s✐♥❡ss ♦❢ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ♣♦♦❧ t♦ ❛❞❛♣t ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦r t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ❧♦❛❞ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❛❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❆▼■ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
✸✳✹✳✶ ❋❛✐❧✉r❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❢❛✐❧✉r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ P✷P
✐♥ ♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ ▼❉▼❙ ♥❡t✇♦r❦✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✼❪✱ r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♠❡❛♥s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠ t♦ ✇✐t❤st❛♥❞ s✉❞❞❡♥✱ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
❢❛✐❧✉r❡s✱ ❛♥❞ ✭✐❞❡❛❧❧②✮ t♦ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ q✉✐❝❦❧② ❛❢t❡r✇❛r❞s✳ ❘❡s✐❧✐❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❡s ❜♦t❤
str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❛ r❡s✐❧✐❡♥t str✉❝t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡♥❞✱ ❜✉t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❛r❞ t♦
❜r❡❛❦✳
■♥ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❛ ▼❉▼❙ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧✐❝❛t❡❞ ❛t ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡
❉❍❚ ♦✈❡r❧❛②✳ ❆s t❤❡ ▼❉▼❙ ❢❛✐❧s✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣❧❛❝❡s ✐t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❛ ▼❉▼❙ ♥♦r♠❛❧❧② s❡♥❞s t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙ ❢❛✐❧s✱
t❤❡ ▼❉▼❙ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r ♥♦r♠❛❧❧② s❡♥❞s t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❢❛✐❧s✱
✐t ✇✐❧❧ s❡♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❝❧♦s❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧✲1
❖❈ ❢❛✐❧s✱ ✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ❞❡♣❧♦② P✷P ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣✱ q✉❡r②✐♥❣ ❞❛t❛ ♦✈❡r ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ▼❉▼❙
❛t ❧❡✈❡❧✲2✳
❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ s♦♠❡ ▼❉▼❙s✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ q✉✐❝❦❧②
r❡❝♦✈❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ✇♦r❦s ♥♦r♠❛❧❧②✳
❘❘ ♥➦ ✽✹✶✵















❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✸✳✹✳✷ ▲♦✇ ❝♦st ♦❢ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❲✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❆▼■ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
▼❉▼❙ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❤❡❧♣s t❤❡ ✉t✐❧✐t② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❝♦st✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❤❛♣♣❡♥✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❝♦✈❡rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡
❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡✱ ✉t✐❧✐t② ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ ▼❉▼❙s
✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❡❛r❧② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
✹ ❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❡ ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛② ❛t ❧❡✈❡❧✲n ❝♦♥♥❡❝ts t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②s ❛t ❧❡✈❡❧✲(n+1)✳ ❲❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t❤❡ ❈❤♦r❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ❬✶✽❪✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❉❍❚✱ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②s ❛s ❛ ❝❛s❡ st✉❞②✳
❖t❤❡r ❉❍❚s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳
❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rts✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ▼❉▼❙ ❧❡✈❡❧✲1 ❝♦♥♥❡❝t t♦ ♦✈❡r❧❛② ♦❢ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙ ❛♥❞ ❛ ▼❉▼❙
❝♦♥♥❡❝ts t♦ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs ✐♥ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❛r❡ ✇❡❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳
✹✳✶ ■❉ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
❲❡ ❛ss✐❣♥ ❛♥ ✉♥✐q✉❡ p✲❜✐ts ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦ ❡❛❝❤ ▼❉▼❙ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❼ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧✲1 ▼❉▼❙ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ r❛♥❞♦♠ p✲❜✐ts ♥✉♠❜❡r❀
❼ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙s ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ p✲❜✐ts ♥✉♠❜❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ q ✜rst ❜✐ts ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞
p− q ❧❛st ❜✐t ✐s s❡t t♦ 0❀
■♥r✐❛
❆ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❆▼■ ✐♥ ❙♠❛rt●r✐❞ ✶✶
1111 0000











❋✐❣✉r❡ ✹✿ ■❉ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡①❛♠♣❧❡
❼ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❧❡✈❡❧✲n ▼❉▼❙ ✇✐t❤ n ≥ 2 ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡r ✇✐t❤ ✜rst (n − 1) · q ❜✐ts ✐s m0✳
■ts ▼❉▼❙s ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▼❉▼❙s ✐♥ ❖❈ ❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1) ❤❛s ✐❞❡♥t✐✜❡rs s♣❡❝✐✜❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜rst (n− 1) · q ❜✐ts ✐s m0✱ ♥❡①t q ❜✐ts ✐s r❛♥❞♦♠ ❛♥❞ p−n · q ❧❛st ❜✐ts ✐s s❡t t♦ 0✳
❋✐❣✉r❡ ✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ■❉ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✲❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❉❍❚ str✉❝t✉r❡
✐♥❝❧✉❞❡s t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧✲1 ▼❉▼❙ ❝♦♥♥❡❝ts t♦ ❛♥ ♦✈❡r❧❛② ♥❡t✇♦r❦
♦❢ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙ ❝♦♥♥❡❝ts t♦ ❛♥ ♦✈❡r❧❛② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❧❡✈❡❧✲3 ▼❉▼❙s✳
❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ ▼❉▼❙s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❧② 4 ❜✐ts
♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳ p = 4✱ ❤❡r❡ ✇❡ s❡t q = 2✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧✲1 ▼❉▼❙ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❜✉❧❧❡ts ✇✐t❤ t✇♦ ❧❛st ❜✐t ✐s s❡t t♦ 0✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙ ❤❛s s❡✈❡r❛❧
❝❤✐❧❞r❡♥✱ ✐✳❡✳ ❧❡✈❡❧✲3 ▼❉▼❙s✱ ✇❤♦s❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣❧❛✐♥ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ s❤❛r❡ t❤❡ ✜rst
t✇♦ ❜✐ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙ ❛♥❞ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡
s✉❜tr❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❞❛s❤❡❞ ❝✐r❝❧❡✳
✹✳✷ P❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞r❡♥ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
✹✳✷✳✶ P❛r❡♥t✲❝❤✐❧❞r❡♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
❆ ▼❉▼❙ X ♣❡❡r ✐♥ t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♦✈❡r❧❛② ✐s t❤❡ ❝❤✐❧❞ ♦❢ ❛ ▼❉▼❙ Y ✐♥ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♦✈❡r❧❛② ✐❢ ✐❞❡♥t✐✜❡r
♦❢ X st❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ Y ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ Y✬s s✉❝❝❡ss♦r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❝❧♦s❡st s✉❝❝❡❡❞✐♥❣ ♥♦❞❡
♦❢ Y ✐♥ t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r s♣❛❝❡✳
▲❡t X@Y ❞❡♥♦t❡s X ✐s ❝❤✐❧❞ ♦❢ Y✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t Z ✐s s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ ❨✱ ❛♥❞ IDX✱ IDY ❛♥❞ IDZ ❜❡
t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ X✱ Y ❛♥❞ Z✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t✿
X@Y ✐❢ IDX ∈ [IDY, IDZ)
❋✐❣✉r❡ ✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②✱ ✐✳❡✳ ❖✶✱ ❝♦♥♥❡❝ts t♦ t❤r❡❡
❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②s✱ ♥❛♠❡❧② ❖✷✱ ❖✸ ❛♥❞ ❖✹✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ▼❉▼❙s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦
❜✉❧❧❡ts✳ ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❛r❡ ▼❉▼❙s ✐♥ ❖✶✳ ❈ ✐s s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ ❇ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❝❝❡ss♦r ♦❢ ❆✳ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋
❛r❡ ▼❉▼❙s ✐♥ ❖✷ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❆ ❜❡❝❛✉s❡ IDD✱ IDE ❛♥❞ IDF ❜❡❧♦♥❣ t♦ [IDA, IDB)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
●✱ ❍ ❛♥❞ ■ ❛r❡ ▼❉▼❙s ✐♥ ❖✸ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❈ ✇❤✐❧❡ ❑✱ ▼ ❛♥❞ ◆ ❛r❡ ▼❉▼❙s ✐♥ ❖✹ ❛♥❞
❛r❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❇✳
❘❘ ♥➦ ✽✹✶✵
















❋✐❣✉r❡ ✺✿ P❛r❡♥t ❝❤✐❧❞r❡♥ ❡①❛♠♣❧❡
✹✳✷✳✷ ❈❤✐❧❞r❡♥ ❧✐st ❛♥❞ ♣❛r❡♥t ❧✐st
❆ ♣❡❡r ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❧✐st ❛♥❞ ❛ ♣❛r❡♥t ❧✐st t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛♥❞
♣❛r❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❧✐st ♦❢ ❛ ♣❡❡r ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ ♣❛r❡♥t
❧✐st ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛r❡♥t ♣❡❡r ❛♥❞ ♣❛r❡♥t ♣❡❡r✬s ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♣❡❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❝❧♦s❡st ♣r❡❝❡❞✐♥❣ ♣❡❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❡❡r ✐♥ t❤❡ ❈❤♦r❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r s♣❛❝❡✳
✹✳✸ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
❯t✐❧✐t② ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t♦ s✉♣♣♦rt ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ▼❉▼❙s✳
❚❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥✿ ✐♥tr❛✲♦✈❡r❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
✹✳✸✳✶ ■♥tr❛✲♦✈❡r❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❉▼❙s ✐♥ ♦♥❡ ❉❍❚ ♦✈❡r❧❛②✳ ❆ ▼❉▼❙ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦②s ✉♥✐❝❛st✱
❜r♦❛❞❝❛st ♦✈❡r ❉❍❚ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❝❛st ♦✈❡r ❉❍❚ ❢♦r ✐♥tr❛✲♦✈❡r❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱
✇❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ✐♥tr❛✲✉♥✐❝❛st✱ ✐♥tr❛✲♠✉❧t✐❝❛st ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❜r♦❛❞❝❛st t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡♠
✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r s❝❤❡♠❡s ✐♥ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
▼❛♥② st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s ❬✶✾✱ ✷✵❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❜r♦❛❞❝❛st ♦✈❡r ❛ ❉❍❚✳ ■♥ ♦✉r ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❝❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❬✶✾❪ ❛s ✐♥tr❛✲❜r♦❛❞❝❛st ✇❤✐❧❡ t❤❡
✐♥tr❛✲♠✉❧t✐❝❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❞♦♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✾❪ ❜② ♦✉rs❡❧✈❡s✳
✹✳✸✳✷ ❉♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙s t♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙s✳ ❆ ▼❉▼❙ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s✿ ❞♦✇♥✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st✱ ❞♦✇♥✇❛r❞✲♠✉❧t✐❝❛st ❛♥❞ ❞♦✇♥✇❛r❞✲❜r♦❛❞❝❛st t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❞❛t❛ ♦r ❝♦♠♠❛♥❞s✱ t♦ ✐ts s♣❡❝✐✜❝ ❝❤✐❧❞ ▼❉▼❙ ♦r t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥
▼❉▼❙s ♦r t♦ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ▼❉▼❙ ❆ ❝❛♥ s❡♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ▼❉▼❙ ❛♠♦♥❣ ❉✱ ❊ ❛♥❞ ❋ ♦r t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦r t♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳
■♥r✐❛
❆ ❙❝❛❧❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❆▼■ ✐♥ ❙♠❛rt●r✐❞ ✶✸
✹✳✸✳✸ ❯♣✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ▼❉▼❙ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙✳ ❆ ▼❉▼❙ ✉s❡ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st t♦ s❡♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✐ts ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ▼❉▼❙s ❑✱ ▼ ❛♥❞ ◆ ❝❛♥ s❡♥❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❇ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡✐r ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙✳
✹✳✸✳✹ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡
✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥tr❛✲♦✈❡r❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✇♥✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ✐t ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ✉t✐❧✐t② t♦ ✉♥✐❝❛st✱ ♠✉❧t✐❝❛st ♦r ❜r♦❛❞❝❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ❞❛t❛ ♦r ❝♦♠♠❛♥❞✱ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝
▼❉▼❙✱ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▼❉▼❙s ♦r t♦ ❛❧❧ ▼❉▼❙s ✐♥ ❛♥② ❛r❡❛✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡♥❞✐♥❣ ▼❉▼❙ ✜rst ❡♠♣❧♦②s ✐♥tr❛✲✉♥✐❝❛st ♦r ✐♥tr❛✲♠✉❧t✐❝❛st ♦r ✐♥tr❛✲❜r♦❛❞❝❛st
t♦ s❡♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ▼❉▼❙ ♦r t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▼❉▼❙s ♦r t♦ ❛❧❧ ▼❉▼❙s ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♦✈❡r❧❛② ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ▼❉▼❙ t❤❡♥ ❢♦r✇❛r❞s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥
♦r t♦ ❣r♦✉♣ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦r t♦ ❛❧❧ ♦❢ ✐ts ❝❤✐❧❞r❡♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤r❡❡
❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
❼ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st✿ ✉s❡❞ ❜② ❛ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲n t♦ s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ▼❉▼❙
❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ▼❉▼❙ ❆ ❝❛♥ s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝
▼❉▼❙ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤r❡❡ ♦✈❡r❧❛②s✿ ❖✷✱ ❖✸ ❛♥❞ ❖✹✳
❼ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st✿ ✉s❡❞ ❜② ❛ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲n t♦ s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢
▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ▼❉▼❙ ❆ ❝❛♥ s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛
❣r♦✉♣ ♦❢ ▼❉▼❙s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤r❡❡ ♦✈❡r❧❛②s✿ ❖✷✱ ❖✸ ❛♥❞ ❖✹✳
❼ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st✿ ✉s❡❞ ❜② ❛ ▼❉▼❙ ❛t ❧❡✈❡❧✲n t♦ s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ▼❉▼❙s
❛t ❧❡✈❡❧✲(n + 1)✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✱ ▼❉▼❙ ❆ ❝❛♥ s❡♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
▼❉▼❙s ✐♥ t❤r❡❡ ♦✈❡r❧❛②s✿ ❖✷✱ ❖✸ ❛♥❞ ❖✹✳
✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✈✐❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥❡✳
✺✳✶ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ P✷P ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✿ i) ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②
♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥❀ ii) ❚❤❡ tr❛✣❝ ❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ▼❉▼❙s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ▼❉▼❙ ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞
♦❢ t✐♠❡❀ iii) ❚❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
❚❤❡ ✐♥tr❛✲♦✈❡r❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s s✉❝❤ ❛s ❬✶✽✱ ✶✾❪✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st✳
■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❝♦st✱ ✐✳❡✳ ❣❡♥❡r❛t❡❞ tr❛✣❝✱
❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ P✷P s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉♣
t♦ 4 t✐♠❡s✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉▼❙s ✐♥ ♣❛r❡♥t ♦✈❡r❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ 10 t♦ 40 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ 10 t♦ 40✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠
500 t♦ 2000✳
❘❘ ♥➦ ✽✹✶✵


























Number of children overlays
churn
nochurn
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙✉❝❝❡ss r❛t✐♦ ✐♥ ❞♦✇♥✇❛r❞✲♠✉❧t✐❝❛st
✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t s❡t✉♣
✺✳✷✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❛ P✷P s②st❡♠ ✇✐t❤
♦♥❡ ❧❡✈❡❧✲2 ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛② ❝♦♥♥❡❝ts t♦ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②s ❛t ❧❡✈❡❧✲3 ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❋r❡♥❝❤ ●r✐❞✺✵✵✵ ♣❧❛t❢♦r♠ ❬✷❪✳
✺✳✷✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦r r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ♠❡t❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ 100 s♠❛rt ♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤
▼❉▼❙ r❡❝❡✐✈❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ 100 ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✉s ❛ ▼❉▼❙ ♠❛♥❛❣❡s 100 ·
100 = 10000 s♠❛rt ♠❡t❡rs ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡
❆▼■ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♠❛rt ♠❡t❡r ❢r♦♠ 5 ♠✐❧❧✐♦♥s t♦ 20 ♠✐❧❧✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ▼❉▼❙ ❛t ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ✭❧❡✈❡❧✲3✮ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 5000000/10000 = 500 t♦ 20000000/10000 = 2000✳
❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ▼❉▼❙ ❧❡✈❡❧✲2 ♠❛♥❛❣❡s ✺✵ ▼❉▼❙s ❧❡✈❡❧✲3✱ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ▼❉▼❙
❛t ❧❡✈❡❧✲2 ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ 500/50 = 10 t♦ 2000/50 = 40✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥
♦✈❡r❧❛② ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✹✵✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ ♥♦ ❝❤✉r♥ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝❤✉r♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐♥ ✐❞❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✐❧✐❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ ▼❉▼❙s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❝❤✉r♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣❛r❡♥t ♣❡❡rs ✐s s❡t t♦ ✷ ❤♦✉rs ✇❤✐❧❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♣❡❡rs
✐s s❡t t♦ ✶ ❤♦✉rs✳ ❊❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s r✉♥ ✺ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦❢ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
◆♦✳ ♦❢ ♣❛r❡♥t ♦✈❡r❧❛② ✶
◆♦✳ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛② ✶✵✱ ✷✵✱ ✸✵✱ ✹✵
◆♦✳ ♦❢ ♥♦❞❡ ♣❡r ❝❤✐❧❞ ♦✈❡r❧❛② ✺✵
◆♦✳ ♦❢ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡s ✶✵✱ ✷✵✱ ✸✵✱ ✹✵
❈❤✉r♥ ❤✐❣❤ ❝❤✉r♥✱ ♥♦ ❝❤✉r♥
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs
■♥r✐❛


























Number of children overlays
combination-unicast
upward-unicast
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❘❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐❝❛st s❝❤❡♠❡s
✺✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t②
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳
✺✳✸✳✶ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st
t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st s❝❤❡♠❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ✏❝❤✉r♥✑ ❛♥❞ ✏♥♦❝❤✉r♥✑ r❡♣r❡s❡♥t r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ t❤❡ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❝❤✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❝❤✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛②s ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✹✵✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦ ❝❤✉r♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉❝❝❡❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✶✵✵✪✳ ■♥ t❤❡
❝❤✉r♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s r❛t✐♦ s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✾✾✪ t♦ ✾✼✪ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✹✵ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✳✺
❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳
▲❡t∆com❴multicast❴churn ❛♥❞∆com❴multicast❴nochurn ❜❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤✉r♥










✺✳✸✳✷ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st
❋✐❣✉r❡ ✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✲
✉♥✐❝❛st s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ✏❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st✑ ❛♥❞ ✏✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st✑ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❝❤✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛②
r✐s❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✹✵✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ✏❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st✑ ✐s s❧✐❣❤t❧②
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✾✼✪ t♦ ✾✾✪ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛②s ❢r♦♠ ✶✵ t♦
✹✵✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✳✺ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ✏✉♣✇❛r❞✲
✉♥✐❝❛st✑ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ❛t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st ✐♥ ♥♦ ❝❤✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✶ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛s❡s ❢♦r
t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳
❘❘ ♥➦ ✽✹✶✵
✶✻ ●✐❛♥❣ ◆❣♦ ❍♦❛♥❣ ✫ ♦t❤❡rs
▲❡t ∆com❴unicast❴churn ❛♥❞ ∆com❴unicast❴nochurn ❜❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤✉r♥










▲❡t ∆up❴unicast❴churn ❛♥❞ ∆up❴unicast❴nochurn ❜❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐♥ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ❝❤✉r♥ ❛♥❞ ♥♦ ❝❤✉r♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✿




❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛s
t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ 4 t✐♠❡s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ∆ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ t❛❜❧❡ ♠❡❛♥s t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
✺✳✸✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ ❝❤✉r♥ ❛♥❞ ♥♦ ❝❤✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s s❤♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ st❛❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✿ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲♠✉❧t✐❝❛st✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✲✉♥✐❝❛st ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞✲✉♥✐❝❛st✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡s ♦r ❡✈❡♥ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
✐♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✮ ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡ 4 t✐♠❡s✱
✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❡♥t ▼❉▼❙s ✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ 10 t♦ 40 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ▼❉▼❙
✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ 500 t♦ 2000✱ s❤♦✇s t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳
✺✳✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts✿ ▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ❛♥❞ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t②
■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❈❤♦r❞ ❉❍❚ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ▼❉▼❙ ♦✈❡r❧❛②s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❡♥t ♣❡❡r ❛♥❞ ❛ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♣❡❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❈❤♦r❞ ♣❡❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ t❤❡ t✇♦ ❧✐♥❡s ✏♣❛r❡♥t ✈s✳ ❝❤♦r❞✑ ❛♥❞ ✏❝❤✐❧❞ ✈s✳ ❝❤♦r❞✑ s❤♦✇ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❡♥t ♣❡❡r ❛♥❞ ❛ ❝❤✐❧❞ ♣❡❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦✈❡r t❤❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛
❈❤♦r❞ ♣❡❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❝❤✉r♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳
❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❡ ✏❝❤✐❧❞ ✈s✳ ❝❤♦r❞✑ ✐s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✳✶✳ ❚❤❡
❧✐♥❡ ✏♣❛r❡♥t ✈s✳ ❝❤♦r❞✑ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✷✳✽ t♦ ✷✳✸ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛②
✐♥❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✹✵✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳




❚❛❜❧❡ ✷✿ P❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
■♥r✐❛
















Number of children overlays
child vs. chord
parent vs. chord
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❆✈❡r❛❣❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ♣❛r❡♥ts ❛♥❞ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♣❡❡rs
✺✳✹✳✶ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝❤✐❧❞ ♣❡❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❤♦r❞ ❡q✉❛❧s ✶✳✶ t✐♠❡s t❤❡ tr❛✣❝
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❈❤♦r❞ ♣❡❡r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s❤♦✇s t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛✣❝ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❛
❝❤✐❧❞ ♣❡❡r ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ♦❢ ❛ ♣❡❡r✱ r✉♥♥✐♥❣ ❉❍❚ ♣r♦t♦❝♦❧✱
✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❡rs ✐♥ t❤❡ ❉❍❚ ♦✈❡r❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❤❡♥ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ✶✵ t♦ ✹✵✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❡♥t ♣❡❡r ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✱
t❤❡ ❧✐♥❡ ✏♣❛r❡♥t ✈s✳ ❝❤♦r❞✑ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ♦❢ ♣❛r❡♥t
♦✈❡r❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ s❧♦✇❡r r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ♦❢ ❈❤♦r❞ ♦✈❡r❧❛② ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
♦✈❡r❧❛② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛r❡♥t ♦✈❡r❧❛② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝✳
✺✳✹✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t r❡s✉❧ts✿ ❙✉♠♠❛r②
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇s t❤❛t ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛❝❤✐❡✈❡s ❤✐❣❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❧♦✇ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ tr❛✣❝ ❢♦r ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦✈❡r❧❛②s✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
❛❧s♦ ❢❡❛t✉r❡s ❜② t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡
tr❛✣❝✳
✻ ❙✉♠♠❛r②
■♥ t❤✐s r❡♣♦rt✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ ❆▼■ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r s❝❛❧❛❜❧❡ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ♠✐①✐♥❣ ♦❢ P✷P ❛♥❞ ❝❧✐❡♥t✲s❡r✈❡r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ▼❉▼❙s ❛r❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧② ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛ P✷P ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡
▼❉▼❙s ❛t ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ♣❧❛② t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ s❡r✈❡r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t♦rs✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❆▼■ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s❝❛❧❛❜❧❡ ❢♦r ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✇❤✐❧❡ ❜❡✐♥❣ r❡s✐❧✐❡♥t ✇✐t❤ ❢❛✐❧✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❝♦st✳ ❯t✐❧✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣❧❛♥ t❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❉▼❙s t♦ ❤❛✈❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❧❛t❡♥❝② ♦❢
❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❙♠❛rt ●r✐❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❖❈s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ❧❛t❡♥❝②✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
✐♥ t❡r♠ ♦❢ r❛t✐♦ ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ ❤✐❣❤ ❝❤✉r♥ ❛♥❞ ♥♦ ❝❤✉r♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡
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